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Raices de la unidad

Un nimero complejo « se dice que es una raiz de la
unidad si « satisface una ecuacién de la forma

a" =1 para algin n€ N.

En otras palabras, decimos que « es una raiz de la
unidad si existen k y n€N tales que a = e2™k/n,
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donde ¢ es una constante absoluta.
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(Dobrowolski, 1978.) Sea av # 0 una raiz de un polinomio ménico
e irreducible f(x) € Z[x] de grado n.

Entonces para cada € > 0 existe n, tal que para todo n > n, se
tiene que « es una raiz de la unidad si toda raiz § de f(x) satisface
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donde 6 es la dnica raiz real de x3 — x — 1.
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Se conjetura la validez del siguiente resultado:
(Conjetura de Schinzel-Zassenhaus, 1964.) Sea e # 0 una raiz de
un polinomio ménico e irreducible f(x) € Z[x] de grado n.
Entonces « es una raiz de la unidad si toda raiz 8 de f(x) satisface

C
|B’§1+*7
n

donde ¢ es una constante absoluta.
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Sea ACC un anillo. Sea f(x) € A[x] un polinomio
ménico y de grado n. Sean o« = a1,®2,...,x, las raices
de f(x) y supongamos que « # 0.

Hallar condiciones sobre A para asegurar la
existencia de una funcién real ¢(x) = ¢a(x) que tenga
la siguiente propiedad:

« es una raiz de la unidad si

‘ai| < ¢(”) )

para todo i=1,...,n.
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Ideales en un anillo conmutativo

Sea A un anillo conmutativo. Un ideal J de A es un
subanillo de A que tiene la siguiente propiedad de
absorcidn: para todo x € A y para todo y € J se tiene
que xy € J.

Por ejemplo {0} y A son ideales (triviales) de A.
Todo ideal de Z es de la forma nZ con n & N.

Hay dos clases importantes de ideales: Un ideal
J # A se dice que es primo si cada vez que xy € J
entonces x€J o y€7J.

Un ideal M # A se dice que es mazimal si no hay otro
ideal J # A que lo contenga.

Todo ideal maximal es primo.

La reciproca no es cierta en general. La reciproca
vale en los dominios de Dedekind, como por ejemplo,

Z.
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Si un cuerpo L contiene a otro cuerpo K se tiene que
L es un K-espacio vectorial.

Si dimk(L) = n < co entonces se dice que L es una
extension finita de K de grado n.

Un cuerpo numérico K es una extensién finita del
cuerpo de los niumeros racionales.

Por ejemplo, K = Q(v5):={a+bV5: a,bcQ} es un
cuerpo numérico y es de grado 2 pues {1,v/5} es una
base de K sobre Q.

En realidad, todo cuerpo numérico K es de la forma

Q(«) —-{21/0 ajod : aj € Q} donde « es una raiz de un
polinomio ménico e irreducible de grado n con
coeficientes enteros.
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Anillo de enteros
En todo cuerpo numérico K se tiene el anillo de
enteros Ok que se define como ZNK donde Z es el
conjunto de todos los enteros algebraicos.

En Ok todo ideal primo es maximal (Ok es, en
realidad, un dominio de Dedekind) .

Ok es finitamente generado sobre Z: existen
a1,...,an € Ok tales que

Ok =Zoy + - - + Loy,
y, ademads, {ai,...,ap} es una base de K sobre Q.

En Ok vale la factorizacién tunica a nivel de
ideales: para cada ideal no trivial J de Ok existen
inicos ideales primos pj,...,ps y Unicos enteros
positivos e1,...,6 tales que

~ __ €1 €
I =pgps
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Situacién importante

K pOk =pf - ps donde e(pi|p) = e

se denomina

indice de ramificacion
Q p primo de p; sobre p.

S

M-

alguin e(p;|p) > 1 se dice que p ramifica en K.

En caso contrario, es decir e(p;|p) =1 para i=1,...,s,
se dice que p no ramifica en K.

En cualquier caso, se dice que p; estd sobre p.

Solamente una cantidad finita de primos p ramifican
en K.
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Cada cuerpo numérico K tiene asociado un nimero
entero dkx que se denomina discriminante de K que
tiene, en particular, la siguiente propiedad:

Un ntmero primo p ramifica en K si y sélo si p|dk
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Extensiones de Galois

Cada cuerpo numérico K tiene asociado un grupo
denominado grupo de automorfismos de K sobre Q.

A tal grupo se lo denota por Ath(K) y sus elementos
son isomorfismos de cuerpos o: K — K tales que

o(x) = x para todo x € Q.

Siempre se tiene que |Autg(K)| < n, donde n es el
grado de K sobre Q.

Cuando |Autg(K)| =n, se dice que K es una extension
de Galois de Q y se escribe Gal(K/Q) en lugar de
Ath(K).

A Gal(K/Q) se lo denomina el grupo de Galois de la
extension K de Q.
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El automorfismo de Frobenius

Si un ideal primo p de Ok estad sobre un niumero primo
p, entonces el cuerpo Ok/p es una extensién finita
del cuerpo Z/pZ de grado t.

Al nimero t, se lo denomina grado restidual de p sobre
p y usualmente se lo denota por f(p|p).

Cuando la extensién K de Q es de Galois, todos los
grados residuales f(p;j|p) son iguales. Denotamos por t
a este valor comin.

Ademds, para cada p arriba de p existe un elemento
0p € Gal(K/Q) que tiene la siguiente propiedad:

op(x) =x” modp para todo x € Ok
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El automorfismo de Frobenius

A este elemento 0, se lo denomina automorfismo de
Frobenius de p sobre p.

Para todo p que estd sobre p, el automorfismo de

. . f .
Frobenius op, satisface O’p(plp) =id.

Por lo tanto, si K/Q es de Galois y p que estd sobre
p, el automorfismo de Frobenius o, satisface o id,
donde t = f(p|p) para todo p sobre p.

t:
p
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Sea K una extensién finita y de Galois de Q. Sea
h € Ok[x] un polinomio ménico de grado n tal que
h(0) # 0 y cuyas raices son a=aq,...,Q,.

Sea d =inf{|lw| : 0 #w € Ok}. Luego d >0. Sea p un
nimero primo tal que p es coprimo con dyx y
p>2ned L.

Entonces o es una raiz de la unidad si
1 .
laj] <14+ — para i=1,...,n
ptn

donde t = f(p|p) para cualquier p que esta sobre p.
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De vuelta a las raices de la unidad: Idea principal

Consideramos las sumas Sy :Zle ozf-‘ para todo entero
no negativo k.

Si para algin entero m > 2 se tiene que
Sk = Skm para 1 < k < n, entonces se tiene que
n n
[T (x = i) = [TiL(x — af").
Esto implica que para cada 1</ <n existe 1< <n

. — m
tal que Qj = Q.
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Por la teoria de Galois, existe o € Gal(K/Q) tal que
(o)) = a;.
Entonces o(a;) =o(af") = (0(a)))™ = f". Luego

o?(aj) = o(am) = a,f"Z.

Como Gal(K/Q) es un grupo de orden n, entonces

o" =1id. Luego

aj=0"(a;)=a. Es decir o ' =1y, por lo tanto,
«;j es una raiz de la unidad.
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Consideremos las sumas Sy = 27:1 ozf-‘ para todo entero
no negativo k.

Se demuestra que cada Sy € Ok y que SP =5,
mod pOy .

Por induccién se tiene que 5£/EES?M mod pOy .

Como p no divide a dx entonces p no ramifica en K.
Es decir

pOKk =p1---ps = [ | pi
i=1

Luego Sf = S5y, mod p donde p es cualquiera de los
ideales en la factorizacién de pOg
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De vuelta a las raices de la unidad

Aplicando el automorfismo de Frobenius se tiene que

0p(Sk) = S = Sk, mod p

con lo cual Sk = 0,(Sk) = Skpt mod p.
Entonces Sy = Syt mod pOk .
Esto quiere decir que si Sy # Syt entonces existe

0#we Ok tal que

Skpt — Sk = pw



De vuelta a las raices de la unidad

Recordemos que para cada 1 </ < n asumimos que

1
o] <1+ —
ptn



De vuelta a las raices de la unidad

Recordemos que para cada 1 </ < n asumimos que

1
o] <1+ —
ptn

Luego, para 1 < k< n se tiene que

t

. ‘ 1 \*
|5kpf|§Z!ai|k”§n<l+ptn> <ne

i=1



De vuelta a las raices de la unidad

Recordemos que para cada 1 </ < n asumimos que

1
o] <1+ —
ptn

Luego, para 1 < k< n se tiene que

t

. ‘ 1 \*
|5kpf|§Z!ai|k”§n<l+ptn> <ne

i=1

De manera similar se tiene que |Sk| < ne para
1< k<n.



De vuelta a las raices de la unidad

Recordemos que para cada 1 </ < n asumimos que
1

loy] <14+ —

ptn

Luego, para 1 < k< n se tiene que

t

. ‘ 1 \*
|5kpf|§Z!ai|k”§n<l+ptn> <ne

i=1

De manera similar se tiene que |Sk| < ne para
1< k<n.

Entonces

|Skpt — Sk| <2ne < pé < plw| para 1< k<n
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De vuelta a las raices de la unidad

Como Sy # Sipt implica que Syt — Sk = pw, la
desigualdad previa nos dice que

Sk = Sipt para 1 < k <n,

que es lo que se necesitaba para demostrar que
o =0q1,...,0, son raices de la unidad.



MUCHAS GRACIAS POR LA ATENCION!!!



